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The relation between cross-sectional algebras of homogeneous Banach-+- 
algebraic bundles in the sense of Fell [5] and generalized 2%lgebras, as 
defined in slightly different ways by Leptin [7J, Busby and Smith [2], and others, 
has been studied by Busby in [3]. We give an extension of his result, using a 
different method for obtaining topological group extensions. Instead of first 
constructing the abstract group extension from the given factor system and then 
topologizing it, we work in a natural topological setting and define a topological 
group which turns out to be the group extension belonging to the given factor 
system. As a consequence we obtain (without separability assumptions) that 
for any measurable factor system of a locally compact group with values in 
some other locally compact group the corresponding abstract group extension 
can be topologized to give a topological (and hence locally compact) group 
extension. 
Im Abschnitt I wird gezeigt, dal3 die Definition der verall- 
gemeinerten P-Algebra bei Busby und Smith [2], mit der von 
Leinert in [6] gegebenen iibereinstimmt, wenn man sich bei [6] 
auf unitgre Faktorensysteme beschrankt. Wir legen diesen Begriff 
der verallgemeinerten 3’l-Algebra zugrunde. Eine solche Algebra 
kann als cross-sectional algebra eines gewissen Biindels dargestellt 
werden, dessen Multiplikation und Involution, wie wir in Abschnitt II 
sehen, nicht notwendig stetig sind, das also kein Fell’sches Biindel 
zu sein braucht. Es ist jedoch ein Fell’sches Biindel, wenn das 
verwendete Faktorensystem stetig ist. In Abschnitt III werden die 
homogenen Fell’schen Biindel durch eine Konstruktion charak- 
terisiert, die von der Fell’schen (vgl. [5]) etwas abweicht, was durch 
die von uns verwendete Definition der verallgemeinerten 9-Algebra 
bedingt ist. Abschnitt IV enthalt das Ergebnis, da13 die cross-sectional 
algebra eines homogenen Fell-Biindels, das einen gewissen meBbaren 
Schnitt zulHDt, zu einer verallgemeinerten P-Algebra isometrisch 
323 
Copyright 0 1976 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved, 
324 MICHAEL LEINERT 
isomorph ist.l Umgekehrt wird in Abschnitt V bewiesen, dal3 eine 
verallgemeinerte LP-Algebra unter ziemlich allgemeinen Voraus- 
setzungen zur cross-sectional algebra eines homogenen Fell-Biindels 
isometrisch isomorph ist; aus technischen Griinden treffen wir fur 
den letzten Teil des Beweises eine Separabilitltsannahme. 
Bezeichnungen. 1st G eine lokal kompakte Gruppe, so bezeichne e 
das Eins-Element, dy ein linksinvariantes Haar-Ma0 und d die 
Modularfunktion der Gruppe. qk(G) sei die Menge der stetigen 
komplexwertigen Funktionen auf G mit kompaktem Trager, LP(G) 
die gewohnliche Gruppenalgebra von G. Fur einen Banach-Raum 
E ist P(G, E) der Banach-Raum der (Klassen von) Haar-integrier- 
baren Funktionen2 auf G mit Werten in E und V,(G) Q E der 
lineare Teilraum von P(G, E), der durch die Funktionen der Form 
g @ a: x b (g @ u)(x) = g(x) ’ a, 
g E qk(G), a E E, erzeugt wird. Istf eine Funktion auf G, so bezeichnet 
supp(f) den Trlger von f und f ju die Restriktion von f auf die 
Teilmenge U C G; wir sagen, f sei mebbar, wenn f beziiglich des 
Haar-MaDes auf G mel3bar ist (im Sinne von Bourbaki [l]), und 
bezeichnen die Integralnorm von f mit 1 f II , die Supremumsnorm 
mit If Ia,. Sonst werden alle Normen mit / j notiert. 1st N ein 
Normalteiler der Gruppe G, so schreiben wir fur G/hT such G und 
bezeichnen die Nebenklasse xN von x E G mit 3E*. Fur zwei Mengen 
U und Y bedeutet U\ Y die mengentheoretische Differenz. Die 
identische Abbildung einer Menge M in sich wird mit id, bezeichnet. 
Fur Begriffe wie Biindel, insbesondere homogenes Banach-*- 
algebraisches Biindel, Schnitt eines Biindels (= cross-sectional 
function in [5], nicht cross-section), Multiplikator, Ordnung eines 
Multiplikators sei auf [5] verwiesen. Die -P-Algebra der integrier- 
baren Schnitte eines Banach-*-algebraischen Biindels 9? (vgl. [5], 
cross-sectional algebra) wird mit LP(LJ?) bezeichnet. In Abschnitt II 
bilden wir P(@) analog fur ein Banach-Btindel L@ mit nicht 
notwendig stetiger Multiplikation und Involution. 
1st A eine involutive Banach-Algebra, d.h. eine Banach-Algebra 
mit einer isometrischen Involution x t+ x*, so bezeichnet g(A) die 
Algebra der beschrankten linearen Operatoren von A und Aut,(A) 
die Menge der isometrischen *-Automorphismen von A; die Algebra 
der Multiplikatoren von A (vgl. [5]) bezeichnen wir mit d(A). 
1 Dieses Ergebnis wurde unabhiingig van [3] erzielt, wir verweisen aber auf den dart 
gegebenen Beweis. 
2 Wir unterscheiden integrierbare Funktionen nicht van ihren Klassen. 
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Definiert man fur B E &?(A) den Operator Bo durch Boa = (Ba*)*, 
so kann man die Algebra A” CL@(A) (zur Definition von A” vgl. 
[8, Abschnitt 31) mit A(A) identifizieren durch die Abbildung 
J3 I-+ (B, B*o), 
wenn A die Bedingung 
{a E A 1 ab = 0 fiir alle b E A} = (0) 
erfiillt, was wir stets voraussetzen wollen. Diese Identifizierung 
wird in Abschnitt V stillschweigend benutzt. 
Die Menge der unit&en Multiplikatoren von A bezeichnen wir 
mit %(A). Stets sei @(A) mit der starken Operatortopologie versehen, 
es gilt also 
u, + u in %(A) 
genau dann, wenn 
u,a -+ ua und au,, -+ au in A 
fur jedes a E A. Die Fortsetzung eines Automorphismus T von A zu 
einem Automorphismus von d(A), definiert durch 
T(naa) = T(m) T(a), 
m E d(A), a E A, bezeichnen wir meist (wie soeben) wieder mit 
demselben Buchstaben. 
Zum Begriff einer mel3baren Familie von beschrSnkten Operatoren 
vgl. [8]. 
N, Z, R, @ sind die Mengen der natiirlichen, der ganzen, der 
reellen und der komplexen Zahlen. 
Aus dem Bestreben, bei der Wiedergabe anderer Autoren moglichst 
weit deren Schreibweise zu folgen, erklart sich die Inkonsequenz 
in Abschnitt I, einander entsprechende Abbildungen verschieden zu 
notieren. 
I 
Es sei stets A eine involutive Banach-Algebra, G eine lokal kompakte 
Gruppe. 
DEFINITION. Ein twisting pair fur G und A ist ein Paar (S, a) 
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von Abbildungen S: G + Aut,(A) und 01: G x G --+ %(A), so da13 
fur jedes a E A die Abbildungen x t-t S(x)a und (x, y) I+ uol(x, y) 
auf G bzw. G x G meBbar sind und folgendes gilt: 
(1) [W(4Y> 41 4x3 Y4 = 4% Y) 4XYY 4, 
(2) (SW S(Y)4 4% Y) = 4x7 Y> S(xYb* V-1) 
(3) 01(x, e) = a(e, x) = idA , S(e) = id, , 
fur aile x, y, x E G und a E A. 
DEFINITION. Ein unitares Faktorensystem von G beziiglich A ist 
ein Paar (T, P) von Abbildungen T: G -+ Aut,(A) und P: G x G + 
%(A), so da8 fur jedes a E A die Abbildungen x I-+ T,a und 
(x, y) I+ Pz,p auf G bzw. G x G meBbar sind und folgendes gilt: 
(1) %/,,*z-~P.,,) = p,,,,p,,z ’ 
(2) apz,, = pJ3c,ya’ wobei T, y = Tg-lTz-lT~!lz-l , (1.2) 
(3) P,,, = P,,, = id,, 
fur alle x, y, 2: E G, a E A. 
T, = id, , 
Diese Definition des unitaren Faktorensystems unterscheidet sich 
von der in [6] gegebenen nur durch die Schreibweise. 
1st (S, a) ein twisting pair fur G und A, so definiert man im 
Banach-Raum OEpl(G, A) ein Produkt und eine Involution durch 
f * cd4 = j f(xr> . (QY) g(y-3 4xy, r-7 4, 
f*(x) = d(x)-1 01(x, x-1>* S(x)f(x-I)*, 
x, y E G. Wir erhalten so eine verallgemeinerte 2%Algebra im 
Sinne von [2], die wir mit 64(G, A; S, a) bezeichnen und Busby- 
Smith-Algebra nennen. 
1st (T, P) ein unidres Faktorensystem von G beziiglich A, so 
definiert man in .Y1(G, A) ein Produkt und eine Involution durch 
f * id4 = j f’,,,,-J’,f(xr> * g(F) dy, 
f*(x) = d(x)-’ P,*_l,,T,-‘f(x-‘)*. 
Wir erhalten so eine verallgemeinerte 2.T1-Algebra im Sinne von 
[6], die wir mit Z(G, A; T, P) bezeichnen und Leptin-Algebra 
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nennen. Dal3 die Definition der Involution mit der in [6] gegebenen 
iibereinstimmt, folgt aus [6, (1.3)]. 
SATZ 1. Jede Busby-Smith-Algebra ist isometrisch isomorph xu 
einer Leptin-Algebra und umgekehrt. 
Beweis. (a) Sei (S, CY) ein twisting pair fur G und A. Wir definieren 
T, = S(x-l)-l, (1.3) 
pz., = S(V-l ("(XYY)). (1.4) 
Mit Hilfe von (1. I), (l)-(3), Ia& sich nachrechnen, da8 T und P 
die Bedingungen (1.2), (l)-(3), erfiillen. 
Wir zeigen nun die Mebbarkeit von T und P. Substituiert man 
x --+ y, y -+ x-l, x--t xx in (l.l), (I), wendet auf die Gleichung 
die Involution an und multipliziert beide Seiten von rechts mit 
S(y), so erhtilt man 
“(Y, z)* S(y) c&l, xz>* = a(yx-1, X27)* a(y, x-1>* S(y), 
woraus durch ein Argument wie in [8, S. 2771 die Megbarkeit von 
x H a(x-1, X2)* a 
bei beliebigem a E A fur jedes z E G folgt. Insbesondere ist x t-+ 
01(x-i, x)*a megbar, also such x ++ acll(x-l, x). Aus (l.l), (2), ergibt 
sich, indem man dort y durch x-l und a durch S(x-l)-r S(x)-Ia 
ersetzt und von links mit 5(x-l) 01(x, x-l)* multipliziert: 
S(x-l)((Y(x, x-l)* a cY(x, x-1)) = S(x)-1 a. 
Hieraus folgt wegen der MeBbarkeit von x ++ acy(x, x-l), x w 
OL(X, x-l)*, und x ++ S(x-l)a die MeRbarkeit von x ct S(x)-la 
(4. [8, W)]). 
Betrachten wir nun (l.l), (2), und ersetzen dort a durch S(xy)-la, 
so erhalten wir die MeBbarkeit von (x, y) I--+ 01(x, y)a. Damit sind 
die Abbildungen x I+ T,a und (x, y) tt PJz,ya, a E A, meDbar, 
(T, P) ist also ein unit&es Faktorensystem von G beziiglich A. 
Seien 9 = 9(G, A; S, CX) 
(S, a) bzw. (T, P) g 
und 8 = Y(G, A; T, P) die zu 
e ori h” ‘g en verallgemeinerten 5-Algebren. 
Fiir f E L? sei 3~ L? definiert durch 
J(x) = S(x)-’ f(x). 
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Wir wollen zeigen, daI3 f b3 ein Isomorphismus von S auf ~$9 ist. 
Offenbar ist f megbar und ( f II = If I1 . Fur f, g E 9 gilt 
fG(4 = SW f * gw 
z.z SW1 j f(XY) WY) gb? .&Y, r-7 dY 
= I SW [+Y,Y-~) S(x) SklF1 S(XY)-* WY) ~(xy)d.P)ll dr 
= 
s 
S(x)-l (a(xy, y-l)) S(y-l)-’ S(xy)-l f(xy) . S(y-l)-’ g(y-‘) dy 
= J P~lI,l-~Ty &XY) . g”(y-*I 4 
= J*i(x) 
und 
37x) = S(x)-1 f*(X) 
= S(x)-1 [d(x)-’ 0(x, x-y* S(x) f(x-‘)*I 
= d(x)-1 a(x-1, x)* f(x-*>* 
wegen Cl), (I), man substituiere dort y --+ x-l, x -+ x; 
= ~(x)-~P~CY_I,~T;‘T, f(x-‘)* 
= d(x)-’ P,*_I,,T,-‘(S(x-‘)-’ f(x--‘))* 
= A(x)-l P;-,,sT,-‘f(x-‘)* 
= cJ>* (4. 
Offenbar ist f t-+J surjektiv, so daf3 der erste Teil der Behauptung 
bcwiesen ist: jede Busby-Smith-Algebra ist isometrisch isomorph 
zu einer Leptin-Algebra. 
(b) Sei (T, P) ein unitares Faktorensystem von G beziiglich A. 
Wir definieren 
S(x) = T,=l, , (1.5) 
4x, Y> = T&-IP~.J (1.6) 
Ahnlich wie unter (a) gezeigt wurde, daD (T, P) ein Faktorensystem 
ist, ergibt sich, da8 (S, a) ein twisting pair fiir G und A ist. Da 
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man durch (1.3) und (1.4) gerade das Faktorensystem (Z’, P) zuriick- 
gewinnt, sind nach (a) die Algebren Z(G, A; T, 8’) und p(G, A; S, a) 
isometrisch isomorph. Damit ist der Satz bewiesen. 
II 
Sei (T, P) ein unitires Faktorensystem der lokal kompakten 
Gruppe G beziiglich der involutiven Banach-Algebra A. Sei a das 
triviale Banach-Raum-Biindel A x G, versehen mit dem Produkt 
und der Involution 
(a, x)* = (PEs-lT;?la*, x-l), 
(2.1) 
(2.2) 
a, b E A, x, y E G. Wir nennen 5@ das zu (T, P) gehijrige Leptin- 
Biindel. Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt ,Ep(G, A; T, P) E L??(g) 
durch die Abbildung f bf, J(x) = (f(x), x). Anders als bei den 
Banach-*-algebraischen Biindeln von Fell, wir nennen diese Fell- 
Biindel, sind Multiplikation und Involution in a nicht notwendig 
stetig, sondern nur in gewissem Sinne meflbar (meflbare Schnitte 
von G in @ gehen in meflbare Schnitte uber). Es gilt jedoch 
Sind T und P stetig, d.h. sind fiir jedes a E A die Abbildungen 
x t+ Ts und (x, y) t+ P,,,a stetig, so ist das zu (T, P) gehtirige (2.3) 
Leptin-Biindel LG? ein homogenes Fell-Biindel. 
Beweik. Wie man mit Hilfe von (1.2) nachrechnet, sind alle 
algebraischen Eigenschaften erfiillt. Die Stetigkeit der Multiplikation 
und der Involution folgt aus der Stetigkeit von T und P und der 
BeschrZnktheit der Normen 1 T, I, ] P,,, 1 unter mehrfacher Ver- 
wendung der Dreiecksungleichung. 
Fiir x E G seien 2, und r, Abbildungen des Biindels $8 in sich, 
definiert durch 
&, 4 = (Pz,p, =4, 
r,(a, x) = (P.J’z-la, x.4, 
a E A, x E G. Man kann nachrechnen, da8 das Abbildungspaar 
330 MICHAEL LEINERT 
einen unitlren Multiplikator von W der Ordnung z definiert. Also 
ist die Abbildung 
die jedem unitaren Multiplikator seine Ordnung zuordnet, surjektiv. 
Offenbar ist r0 stetig (beziiglich der starken Topologie auf %(a)), 
und man sieht leicht, daB r,, wegen der Stetigkeit von T und P 
offen ist. Somit ist 33 ein homogenes Fell-Biindel. 
Sind T und P nicht stetig, so braucht 4? kein Fell-Biindel zu sein. 
Das zeigt folgendes Gegenbeispiel: 
Sei G = R/Z, A = JP(Z). Sei o: G --+ R der durch u(G) C [0, 1) 
eindeutig bestimmte Schnitt von G in R. Er ist meBbar, so daB wir 
wie in [6, Abschnitt III], ein unitares Faktorensystem (T, P) definieren 
konnen. 
Sei a = x(,,} E A die charakteristische Funktion von (O}, sei x = & 
und {y) eine Folge von Elementen aus [0, *)-), die gegen y = 8 
konvergiert. In dem zu (T, P) gehorigen Leptin-Biindel g konvergiert 
dann (a, %)(a, yn) nicht gegen (a, ~)(a, y), so daB 9? kein Fell-Biindel 
sein kann. 
Wir werden in Abschnitt V jedoch sehen, dal3 jedes Leptin- 
Biindel zu einem Fell-Biindel algebraisch isomorph ist. 
III 
(a) Sei A eine involutive Banach-Algebra, @(A) die Gruppe 
der unitaren Multiplikatoren von A mit der starken Operator- 
topologie. Sei N eine topologische Untergruppe von ‘42(A) und H 
eine topologische Erweiterungsgruppe von iV, das hei&, eine topo- 
logische Gruppe, die N als abgeschlossenen Normalteiler enthflt. 
Ferner sei T ein Homomorphismus von H in die Gruppe aller 
isometrischen c-Automorphismen von A, so dal3 gilt: 
(i) Fiir jedes feste a E A ist die Abbildung h w Q(U) stetig auf H, 
(ii) fiir u E IV, a E A gilt 
7&z) = uau-1, (3.1) 
(iii) fiir h E H, u E N gilt 
Th’(U) = huh-‘, 
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wobei rh die eindeutig bestimmte Fortsetzung von rh zu einem 
isometrischen *-Automorphismus von J(A) ist. Mit Hilfe der so 
gegebenen 
kann man ein homogenes Fell-Biindel i.iber G = H/N bilden. Wir 
skizzieren die Fell’sche Konstruktion (vgl. [SJ). Im topologischen 
Produkt A x H definiert man eine Aquivalenzrelation N auf 
folgende Weise: 
(a, h) N (a’, h’), wenn es ein u E N gibt mit 
(au-‘, uh) = (a’, h’). 
(3.2) 
Die Aquivalenzklasse von (a, h) werde mit (a, h)- bezeichnet. Sei B 
der topologische Quotientenraum von A x H modulo -. Definiert 
man die Projektion 
durch ~((a, Jr)-) = hN, so ist r stetig, offen und surjektiv. Sei 
x E H/N und h E H ein Reprisentant von x. Die Abbildung a e 
(a, h)- ist eine Bijektion von A auf die Faser B, = 7r-l(x). Vermittels 
dieser Bijektion wird B, mit einer Banach-Raum-Struktur versehen, 
die nicht von der Auswahl von h aus der Nebenklasse x abhang. 
Mit dieser Banach-Raum-Struktur auf jeder Faser B, ist (B, TT) 
ein Banach-Btindel. Man definiert nun Multiplikation und Involution 
auf B durch 
(a, h)- * (b, ip = (a * Th(b), hi)- (3.3) 
(a, h)-* = (T&u*), h-l)-, (3.4) 
u, b E A, h, i E H. Mit diesen Definitionen ist g = (B, 7, *, *) ein 
homogenes Banach-*-algebraisches Biindel. Fell zeigt such (vgl. [5]), 
dal3 jedes homogene Banach-*-algebraische Biindel sich in der 
soeben beschriebenen Weise gewinnen Ia&: 
Sei 99 = (B, 77, a, *) ein homogenes Banach-*-algebraisches Biindel 
iiber der topologischen Gruppe G. Sei A die Eins-Faser Be von 4Y, 
sei H die topologische Gruppe a!(g) der unit&-en Multiplikatoren 
von 9 mit der starken Topologie und N der abgeschlossene Normal- 
teiler @e(g) = @(A). Fur h E H definiere man 
Q(U) = huh-‘, 
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a E A. Dann sind fiir A, N, H, T die Bedingungen (3.1) erfiillt, 
und das aus A, N, H, T konstruierte homogene Fell-Biindel ist 
zu 9? algebraisch und topologisch isomorph. 
(b) Seien A, N, H wie zu Beginn von (a), sei aber 7 nun ein 
Antihomomorphismus von H in die Gruppe aller isometrischen 
*-Automorphismen von A (oder, was dasselbe ist, ein Homomor- 
phismus in die als Rechtsoperatoren geschriebenen Automorphismen), 
so dal3 gilt: 
(i) fiir jedes feste a E A ist die Abbildung h w ~~(a) stetig auf H, 
(ii) fiir u E N, a E A gilt 
T&) = u-‘au, (3.5) 
(iii) fiir h E H, u E N gilt 
T*‘(U) = h-M. 
Analog wie unter (a) kann man aus A, N, H, -r ein homogenes Fell- 
Biindel konstruieren. Man beachte jedoch, da13 zu diesem Zweck 
die Aquivalenzrelation N auf A x H und die Multiplikation der 
dquivalenzklassen etwas anders definiert werden: 
(a, h) N (a’, h’), wenn es ein u E N gibt mit 
(u-%2, hu) = (a’, ii’), 
(a, A)- . (6, i)- = (T,(U)b, hi)-, 
(3.6) 
(3-7) 
a, a’, b E A, h, h’, i E H. Die Definition der Involution bleibt un- 
vertindert: 
(a, h)-* = (TJu*), h-l)-, (3.8) 
a E A, h E H. Aus (3.5), (ii) und (iii), ergibt sich die Wohldefiniertheit 
der Multiplikation und der Involution. Man rechnet leicht nach, 
da6 die algebraischen Eigenschaften eines Fell-Biindels erfiillt sind, 
und es ist klar, daB topologisch keine anderen Probleme auftreten, 
als bei der unter (a) skizzierten Konstruktion, so da13 wir auf diese 
Weise ein homogenes Fell-Biindel erhalten. Es ist such klar, daIj 
man jedes homogene Fell-Bfindel auf diese Weise erhalten kann: 
wie im zweiten Teil von (a) nehme man A = Be , N = Q(A), 
H = %(9Y) und definiere 
q&(u) = h-W 
(statt huh-l), a E A, h E H. 
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IV 
Sei g ein homogenes Fell-Biindel, gegeben im Sinne von III, (b) 
durch 
A, N, H, r. 
Die Gruppe G = H/N sei lokal kompakt. 
SATZ 2. Gibt es e&en mepbaren Schnitt u: G -+ H, so ist F(g) 
isometrisch isomorph xu einer verallgemeinerten LSAlgebra S?(G, A; 
T, P). 
Beweis. 1st u: G + H ein mebbarer Schnitt, so definiert man fiir 
x,y~G 
T, = ‘~~,~-l, , (4.1) 
pw = 4TYF1 44 4Y) (4.2) 
und zeigt, Ihnlich wie in [3, S. 1461, da8 die Abbildung 
einen isometrischen *-Algebrenisomorphismus von Y(G, A; T, P) 
auf P($?) darstellt. Im Unterschied zu Satz 3 im nachsten Abschnitt 
gibt es hier noch keine MeBbarkeitsprobleme. Der algebraische Teil 
des Beweises folgt unmittelbar aus dem folgenden Sachverhalt, der 
leicht durch Ausrechnen verifiziert werden kann: 
1st 9?” das zu (T, P) gehijrige Leptin-Biindel (vgl. Abschnitt II), 
so ist die Abbildung 
S:.B’+L% 
(4 4 - (a, +)) w (4.3) 
a E A, x E G, ein algebraischer Biindelisomorphismus, d.h. eine 
bijektive Abbildung von 99’ auf g, welche die algebraischen Opera- 
tionen erhllt und fiir jedes x E G die Faser B,’ in die Faser B, 
abbildet. 
V 
Sei A eine involutive Banach-Algebra, die folgende Bedingung 
erfiillt : 
I a I = E; I ab I 
Ibis1 CL) 
fur jedes a E A. 
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SATZ 3. Ist A separabel und (T, P) ein unit&es Faktorensystem von 
G beztiglich A, so gibt es ein homogenes Fell-B&de1 a’, so day 
.P(G, A; T, P) und 2’“(9Y) 1 a s involutive Banach-Algebren isometrisch 
isomorph sind. 
Bemerkung. Fiir separables G folgt Satz 3 aus einem Ergebnis von 
Brown [14]. 
Beweis des Satzes. Wir zeigen zunlchst 
1st (T, P) ein unit&es Faktorensystem van G bez@glick A, so ist 
die Famiiie (Tel)zac meflbar, eberzso jiir jedes a E G die Familie (5.1) 
{Pa,Jxec - 
Beweis. (a) Die MeDbarkeit von {T;l}ZEG 1HBt sich auf ihnliche 
Weise zeigen wie die MeBbarkeit von {S(x)-l},,, zu Beginn des 
Beweises von Satz 1. 
(b) Aus (1.2), (l), folgt durch die Substitution x + a, y -+ x, 
2 --f x-1, 
Paa %-IT P T-’ = Pr,,-l , x a,5 I 
also 
(5.2) 
Nach [6], Satz 2 ist die Familie (PZ-l,Za)ZEC meBbar, also such die 
Familie {Par,Z-I)ZEG , die wir durch Davorschalten des Homoomor- 
phismus x ct (ux)-’ erhalten. Es folgt die MeBbarkeit von {P&+)ZEG , 
denn fiir b E A gilt wegen (1.2), (2) 
Da au& Pz.2-$LEG eine meI3bare Familie ist (man setze oben a = e), 
folgt aus (5.2) die MeBbarkeit von {P,,Z}ZEc . 
Sei (T, P) ein unitlres Faktorensystem von G beziiglich A und 
sei L? = .Z?(G, A; T, P), Fur C E g(A), a E G, sei Ca = T,-,(C) = 
T,-,CT;?I . 1st C E Ab, so gilt offenbar Ca E Ah. Wir definieren fiir 
C E Ab einen Operator C# E L%(Y) durch (vgl. [S, S. 2791) 
(C#f)(4 = PfW 
f E L, x E G. Wegen (5.1) ist C# wohldefiniert. Es gilt 
Die Abbildung C H C+ ist tin isometrischer +-Algebrahomomor- 
phismus VOYZ Ab in Zb. Insbesondere haben wir %(A)# C S?(,.Y), (5.3) 
denn id; = id9 . 
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Beweis. Fur f, g E 2 gilt (C#f)* *g = f * + (C*)+g, wie man 
durch Ausrechnen beider Seiten der Gleichung sieht. Also liegt C# 
in diPb, und es ist (P)* = (C*)#. Man zeigt [ C# 1 = 1 C j wie in 
[8, S. 2791; der Rest ist klar. 
Fur a E G sei D, E g’(9) wie in [8] definiert durch 
P,f)W = ft+zf(a-1X)7 
f E L, x E G. Wegen (5.1) ist D, wohldefiniert. 
Fur f, g E 2 gilt (DJ) * * D,g = f * *g, was man mit Hilfe 
einer Rechnung Hhnlich wie in [8, S. 2801, zeigen kann. Da D, ein 
Inverses besitzt, (D;lg)(x) = P&g(ux), folgt, da8 D, E Zb und 
D,Dz = DZD, = idp. (5.4) 
Wir wissen nun, dab die Operatoren D, und Pf,, , x, y E G, in 
@c(P) liegen. Sei N die von {P$ / x, y E G) erzeugte Untergruppe, 
H die von N und {Dz 1 x E G} erzeugte Untergruppe in a(%‘). Da A 
die Bedingung (L) erfiillt, ist die regulare Linksdarstellung a t-t L, 
von A nach Ab isometrisch, so da13 wegen (5.3) die Abbildung a ++ LE 
ein isometrischer Isomorphismus von A auf L$ = (Lz 1 a E A) C _Lpb 
ist. 
N km-n in kanonischer Weise als Teilmenge von %(A), @(L#A) 
und 42(p) aufgefaat werden. In allen drei Fiillen hat N dieselbe (5.5) 
Topologie. 
Beweis. Wegen NC @(A)* = {Q” 1 Q E %(A)) geniigt es, die 
Behauptung fur @(A)# statt N zu zeigen. 
Es gilt %(A)# C &(-Ep) nach Konstruktion. 
(a) Gemal (5.3) k Gnnen wir @(A)# durch die Abbildung 
Q"bQ mit %(A) identifizieren. Dabei bleibt die (starke) Topologie 
erhalten: gelte R, --f R in @(A), sei a E A und f E VZk(G). Dann ist 
die Funktion g: x t-t g(x) = T,-,a *f(x) in 9, und es gilt 
I(&# - wg II 
= 
.r 
1 TzJR, - R) T;J+z *f(z)\ dz 
= I(% - RI” I j If@4 dz, 
was gegen Null konvergiert. Die Funktionen der Form a of: x tt 
a *f(X), a ~4 fEg,dG), erzeugen linear einen dichten Teilraum 
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von 9; also gilt dasselbe fiir die Funktioneng, mit g(x) = T,-la *f(x), 
a E A,f E gk(G), denn die Abbildung h ++ 9X, welche durch Yh(x) = 
T,-&(x) definiert wird, ist ein linearer isometrischer Automorphismus 
von 9. Da die Normen der R,# beschrlnkt, namlich gleich 1 sind, 
erhalten wir R,#g --t R#g fur jedes g E 9. Gilt umgekehrt R,,# 3 Rr 
in e(9), so zeigt die oben Gleichung daI3 R,a --t Ra gilt fur jedes a E A. 
(b) %(A)# la& sich als Teilmenge von %(Lz) auffassen: fur 
Q# E @(A)# sei /lo, die Linksmultiplikation mit Q# in -EPb, ein- 
geschrankt auf Lz. Wegen 
A,+(Lz) = Q#L; = (QLJ#= L& , (5.6) 
a E A, wird L,” durch (1,, in sich abgebildet, und man erhalt 
&, E @(Lz). Der Homomorphismus A: Q# t+ A,, ist wegen 
ILI = I4 und IQ+1 = IQ1 isometrisch, also eine Einbettung. 
Urn zu beweisen, dal3 bei dieser Einbettung die (starke) Topologie 
erhalten bleibt, geniigt es wegen (a), folgendes zu zeigen: es gilt 
R, --f R in 9(A) genau dann, wenn /leP, ---t rl,+ in %(Lz). Das ist 
aber klar wegen (5.6). D amit haben wrr (5.5) bewiesen. 
N kann nun als topologische Untergruppe von &(A) aufgefal3t 
werden. Im Folgenden wollen wir zeigen, daR N ein abgeschlossener 
Normalteiler in H ist. 
Seien a, b E G, C E A”. Wie in [8] gilt 
(a) D,%‘#D, = (CR)+ 
(b) Da& = Dabpi% 
Beweis. (a) Man verwendet bei der Rechnung, daI3 
J-‘zW’w, = T,.,(B) 
fur B E Ab, was aus (1.2), (2) folgt. 
(5.7) 
(b) Ergibt sich durch Ausrechnen unter Verwendung von 
(1.2h (1). 
Seien a, x, y E G. Da nach (1.2), (1) 
ist N wegen (5.7)(a) unter Transformation mit D, , a E G, invariant, 
$eE;yter Transformation mit D;l, denn aus (5.7)(b) folgt wegen 
e 2 
D;I’ = D,-1 modulo N. 
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N ist also ein Normalteiler in H. Au&dem ist N in H abge- 
schlossen, wie wir weiter unten sehen werden. 
(5.8) 
Es gilt H/N G G algebraisch und topologisch. (5.9) 
Beweis. (a) Aus (5.7) folgt, da13 es zu jeder Klasse h E R = H/N 
ein D, gibt mit B, = h. Sei B, = fi,* . Dann gilt wegen (5.7)(b) 
D,-,,t E N. Da die Operatoren D, im Gegensatz zu den Elementen 
von N eine Translation enthalten, ist a = a’. Also hat jede Klasse 
h E A genau einen Reprasentanten D, . Aus (5.7)(b) folgt B,D, = 
&* 9 die Abbildung a I+ fi, definiert also einen algebraischen 
Isomorphismus zwischen G und riT. 
(b) Jedes Element h E H l%Bt sich eindeutig in der Form 
h = Dau, aEG, UEN, 
schreiben. Konvergiert h, = DaWu,, gegen h = Dau, so such a, gegen 
a (denn fur f E 2, z, E N und x E G gilt supp(D,wf) = x supp( f )), 
die Abbildung D,u t-+ a ist also stetig. Da N gerade der Kern 
dieses Homomorphismus ist, erhalten wir die Stetigkeit der Abbildung 
B, + a von fl nach G; wir sehen iibrigens such, da13 N abgeschlossen 
in H ist. Der algebraische Isomorphismus 
ist also eine offene Abbildung. Wir wollen zeigen, da13 p stetig ist. 
Sei rr: H + fi die kanonische Projektion und d: G -+ H die 
Abbildung x t-, D, . Es gilt p = rr 0 d, und nach (5.1) und [9], 
(6.3) ist d “punktweise” mel3bar, d.h. fur jedes f E OEP ist die Abbildung 
mel3bar. 1st 2 separabel, so ist d megbar als Abbildung von G nach H 
(H mit der starken Operatortopologie). 
1st S C G eine megbare, relativ kompakte Teilmenge positiven 
MaDes der lokal kompakten Gruppe G, so enthalt bekanntlich die 
Menge SS-r = (x3-l 1 x, y E S> eine offene Eins-Umgebung. Deshalb 
ist p stetig, wenn das Urbild p-l(O) jeder offenen Menge 0 C fi eine 
mel3bare, relativ kompakte Menge von positivem Ma13 enthalt. 
Offenbar geniigt es, Umgebungen der Eins zu betrachten. 
Sei 0 eine Eins-Umgebung in R und V eine kompakte Eins- 
Umgebung in G. Da p offen ist, ist 0’ = p(V) n 0 eine Eins- 
580/22/4-z 
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Umgebung in A. Es gibt eine offene Eins-Umgebung U’ in H von 
der Form 
U’ = {u E H I / Ufi -fi 11 < e, If<24 - fi 11 < c, i = l,..., n} 
mit endlich vielen fr ,..., fn E 9, E > 0, so da0 r( U’) C 0’. Wegen 
1 fp - fi I1 = 1 u*fi* - fi* I1 = j u*fi* - z&* 11 = 1 fi* - zgi* I1 133t 
sich U’ such folgendermaI3en schreiben, wenn man M = {f, ,,.., f, , 
fi* ,..., fn*} setzt: 
U’ = (24 EH 1 1 ug - g jl < e fiir alle g E M). 
Versieht man H mit der Topologie der punktweisen linksseitigen 
Konvergenz auf M, so dal3 h, + h genau dann, wenn h,g ---f hg fur 
alle g E M, so ist auf H die Linkstranslation stetig: seien u, v, v, E H. 
Aus v, -+ v (in der neuen Topologie) folgt uv,g -+ uvg fur jedes 
g E M, also uv, ---f uv. 
Die oben gewahlte Eins-Umgebung v ist ein Kompaktum mit 
positivem Ma& Wegen der “punktweisen” MeDbarkeit von x I+ D, 
gibt es ein Kompaktum K C v mit positivem Maa, so da0 auf K 
die Abbildungen 
fur jedes g E M stetig sind. Das bedeutet, da13 die Abbildung 
d: x ++ D, von G nach H (H mit der neuen Topologie), eingeschrinkt 
auf K, stetig ist. Somit ist K’ = d(K) kompakt und wird wegen 
der Stetigkeit der Linkstranslation in H von endlich vielen Mengen 
der Form hU’, h E H, iiberdeckt (denn offenbar ist U’ such in der 
neuen Topologie von H offen). Die Mengen hU’ n K’ sind offen 
in K’ (in der relativen Topologie von K’ beziiglich H mit der neuen 
Topologie), ihre Urbilder d Ii1 (hU’ n K’) sind offen in K und 
iiberdecken K. Sie sind als Durchschnitte je einer offenen Menge 
mit einer kompakten Menge meBbare Mengen in G. Da K positives 
MaB hat, gibt es eine Menge 
W = d 1;;’ (h,U’ n K’), k,~ff, 
mit positivem Ma& Wegen WC K ist W relativ kompakt. Es gilt 
p(W) = T o d(W) C T&U’ n K’) 
c n(h,) cT( U’) c 7r(h,) 0’ c 7r(h,)O. 
Also enthalt p-‘(O) eine meSbare, relativ kompakte Menge von 
FELL-BtiNDEL UND yl-ALGEBREN 339 
positivem Ma& namlich zW, wo x = p-l(r(h,,)-I). Damit ist (5.9) 
bewiesen. 
Fiir z E G, a E A gilt wegen (5.7) 
D,lL,#D, = [(L,)z]# = L&, . (5.10) 
Fur x, y E G, a E A haben wir 
E,Y)-%~pLl = K;mw)~ = L$yaP,,v . (5.11) 
Die Algebra LA” = {Lz 1 a E A) C L?b ist also invariant unter 
Transformation mit 0, und P3c#,,y , z, x, y E G, und damit invariant 
unter H, so daf3 wir fiir a E A, h E H definieren konnen: 
T&z) = b EA, wenn h-lL#h = L’ a b’ (5.12) 
Wegen der InjektivitPt von b tt Lf ist ~~(a) wohldefiniert, und 
wegen (5.10) und (5.11) gilt 
ta) TDz @) = Tz-l% 
(5.13) 
(b) TP~F$~ = f’haPx.?I . 
Insbesondere ist fiir jedes h E H die Abbildung rh: a tt ~~(a) ein 
isometrischer *-Automorphismus von A, und T: h I+ TV ist, wie man 
aus (5.12) sieht, ein Antihomomorphismus von H nach Aut,(A). 
Fiir A, N, H, T sind die in Abschnitt III, (b) genannten Bedingungen 
erfiillt. 
(5.14) 
Beweis. Wegen (5.5) und (5.8) brauchen wir nur noch die 
Bedingungen (3.5), (i)-( iii zu verifizieren. Dazu verwenden wir: ), 
Ist B eine Banach-Algebra, .&l(B),. die Menge der Multiplikatoren 
von B mit Norm =+ und e(B) die Menge der unitiiren Multi- 
plikatoren von B, so sind die Abbildungen 
PI: 4B), x WB) + -4B)r , (m, 4 w mu, (5.15) 
und 
Pz: ‘V) x JW% - 4% , (u, 4 - um, 
stetig bextiglich der starken Topologien auf a(B) und .&Z(B),. 
Der Beweis ist Routine. 
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Nach (5.15) ist Bedingung (3.5), (i) erfiillt, denn H C %(Y) ist 
eine topologische Gruppe und bei festem a E A sind die Normen 
von LE h, h E H, beschrankt (< 1 a I). Gleichung (5.13), (b) bedeutet 
gerade (3.5), (ii). M an sieht (3.5), (iii) wohl am leichtesten ein, wenn 
man N gemal (5.5) als Teilmenge von @(Lz) auffal3t und A mit 
Lfj identifiziert, wo H durch gewohnliche innere Automorphismen 
von Zb wirkt: 
rh: L; I-+ h-IL; h. 
Damit ist (5.14) gezeigt. 
Sei a das gemaD Abschnitt III aus A, N, H, 7 konstruierte homo- 
gene Fell-Biindel. Nach (5.9) ist es ein Biindel iiber G. Die Abbildung 
d: x t-t D, ist, wie wir gesehen haben, ein “punktweise” mel3barer 
Schnitt van G in H. Definieren wir ein Faktorensystem (T’, P’) mit 
Hilfe der Gleichungen (4.1) und (4.2), so erhalten wir wegen (5.13), (a) 
und (5.7) (b) gerade das Faktorensystem (T, P) zuriick, von dem wir 
ausgingen. 1st L? separabel, so ist d meBbar, so da13 wir nach Satz 2 
einen isometrischen Isomorphismus von P’ auf Y1(@ erhalten. 
Wir wollen hier aber nur voraussetzen, da13 A separabel ist. Im 
Folgenden bezeichnen wir den Schnitt d mit a. Wir behaupten, 
daB durch die Formel 
CfW = (f@), 4w, (5.16) 
f E LZ’, x E: G, ein isometrischer Isomorphismus C von JZ auf LZ’i(L8) 
definiert wird. Der algebraische Teil des Beweises verlauft wie bei 
Satz 2, so daB nur die Wohldefiniertheit und die Surjektivitat der 
Abbildung C noch gezeigt werden miissen. Sei a E A, h E V,(G), 
h nicht identisch null. Wir definieren f E 2 durch 
Fur ein solches f gilt 
f(x) = a . h(x). 
Die durch (5.16) definierte Funktion c f ist mepbar, also aus 
2-(B). 
(5.17) 
Beweis. Wir definierenf” E L? durch y(x) = T+ f (x) = T.+a * h(x). 
Sei E > 0 und K C G kompakt. Es gibt ein Kompaktum K’ C K mit 
1 K\K’ I< E, so dal3 auf K’ die Abbildung y ~--t u( r)f stetig ist. Seien 
x, , x E K’ mit x,, --t x. Sei 0 eine Umgebung von (f(x), u(x))-. 
Es gibt eine Umgebung U von (f (cc), a(x)), so dal3 
u- = g- 1 [E U}CO. 
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U habe die Form U, x Us, wo 
Ul = (a E A I I f(x) - a I < 9, 
u, = {h E H I [ hfi - U(X) fi 11 < ‘I, i = 1 ,..., n}, 
mit gewissen fi ,..: It f E 9, S > 0, 7 > 0, wobei wir annehmen 
konnen, dal3 fi = f fiir ein i (durch Hinzunahme von f” wird die 
Umgebung ja verkleinert). 
Wegen der Stetigkeit der Abbildung y ~--t a(y)N von G nach H/N 
gibt es ein p,, , so da13 fiir alle p > p,, 
(hier ist 7: H + H/N die kanonische Projektion) d.h. es gibt Elemente 
u, E N, so dal3 fur alle p 2 p,, 
Ferner gibt es einen Index p,,‘, so dal3 fiir alle p 2 p,,’ 
I U(%)? - 443 I1 < 7 
und 
I4%) - 44 < 7. 
Sei p > p,, , pO’. Wir betrachten 
Es ist 0(x,) u, E Us und 
1 u;‘f(x,) -f(x)1 = I u;%J . h(x,) - a . h(x)1 
< 1 u;‘a . h(x,) - a . h(x,)I + / a . h(x,) - a * &)I 
6 I u;‘a - a I I h lm + I a I .7* 
Nun gilt 
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andererseits 
(5.19) 
(hier ist u, auf der linken Seite als Element von %(.JZ), auf der rechten 
Seite als Element von @(A) aufgefal3t) 
= s I T+u,a . h(y) - +Q * h(y)1 dy 
= s I TV-ha  4 * Ih(y)1 dy 
= I h II 1 u,u - a I. 
Also j u,a - a) < (2/j h 11)7, so da13 wir wegen 1 u;la - a) = 
1 a - u,a j erhalten: 
falls 71 geniigend klein gewahlt war. 
Damit ist gezeigt, dal3 
fur gentigend grol3e CL, was die Stetigkeit von Cf auf K’ bedeutet. 
x f ist also mef3bar. 
Aus (5.17) folgt durch Linearitat, da13 C f E LP(i2l) fur jedcs 
f E ?Zk(G) @ A. Wegen 1 C f II = 1 f II M3t sich die lineare Abbildung 
C:f KXf van KdG) @A nach p1(63) eindeutig zu einer auf 
ganz 9 definierten isometrischen linearen Abbildung 
fortsetzen, und nach [S], Proposition 2.1 ist C f fur jedes f E 2’ 
durch die Formel (5.16) gegeben. 
Urn die Surjektivitat von C zu zeigen, setzen wir A separabel 
voraus. Sei {ui)$6N eine dichte Teilmenge von A. Wir wahlen ein 
festes h E Vk(G) mit 1 h II = 1 und definieren fur beliebiges a E A 
die Funktion g” E 2 durch 
g”(x) = T/ * h(x), 
x E G. Sei F E LP(S?) und f: G + A die eindeutig bestimmte Funk- 
tion, fur welche 
FELL-B~~DEL UND L?l-~~GEBRE~ 343 
fur alle x E G. Es gilt zu zeigen, daBf meBbar ist. Sei K C G kompakt, 
E > 0. Es gibt ein Kompaktum K’ C K mit 1 K\K’ ] < E, so da13 
F sowie die Abbildungen y tt u( r)g”i, i E N, alle stetig sind auf K’. 
Seien x, , x E K’ mit x, --+ x. Wir wollen f(qJ -f(x) zeigen. Sei 
6 > 0 gegeben. Sei 
u, = (a E A 1 j f(x) - a I < 6/3j, 
U, = {h E H ( / /zgf(zl - a(x) gf(%J II < a/3), 
0 = {5- 1 5 E u, x U,]. 
Es gibt ein pLo , so daf3 F(x,) E 0 fur alle p > p0 , d.h. es existieren 
Elemente U, E N mit 
fur alle p > p0 . Da gfcz) im AbschluB der Menge {g@}iEN liegt, 
ist such die Abbildung y I+ u(y) gf(%) auf K’ stetig. Es gibt also 
ein pO’, so daB fiir p > p,,’ 
) “(X,) gf(zt - a(x) gf(Z) 11 < a/3. 
Sei p > pO, p,, . Wir haben 
< I cffG> - fWl + I f(x) - mx>i 
-=c a/3 + I %N -.+)I 
wegen zQf(xJ fz U, , 
= a/3 + (l/l h II) I U”iP) -P) II 1 
was man wie (5.19) beweist. 
Wegen 1 q,gfc2) - gft2) jr < S/3 + 6/3 (B eweis wie bei (5.18)) 
gilt also 
i fw -m < ~31 + w3 = 6. 
Damit ist f meBbar, 2 also surjektiv, und der Satz ist bewiesen. 
Bemerkung 1. Offenbar haben wir im Verlauf des Beweises 
gezeigt, da8 jedes unitlre Faktorensystem von einem Fell-Biindel 
oder anders ausgedrtickt von einer Gruppenerweiterung herkommt, 
genauer gesagt: ist G eine lokal kompakte Gruppe, A eine involutive 
Banach-Algebra, welche die Bedingung(L) erfiillt, und (T,P) ein unit%- 
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res Faktorensystem von G beziiglich A, so gibt es eine Untergruppe N 
von @(A) (die gleich %(A) g ewahlt werden kann (vgl. Bemerkung 3)) 
und eine topologische Erweiterungsgruppe H von N mit H/N E G 
(im algebraischen und topologischen Sinn) sowie eine Wirkung T 
von H auf A und einen Schnitt 
CT: G-t H, 
so da13 das durch c definierte Faktorensystem, gegeben durch die 
Gleichungen (4.1) und (4.2), g era d e mit (T, P) iibereinstimmt. Die 
Erweiterungsgruppe H ist also, algebraisch gesehen, die mit Hilfe 
des gegebenen Faktorensystems (interpretiert als Faktorensystem im 
gruppentheoretischen Sinn, mit Werten in N) abstrakt konstruierte 
Erweiterung von N. 
Bemerkung 2. Jedes Leptin-Biindel ist algebraisch isomorph zu 
einem homogenen Fell-Biindel. Das folgt aus Bemerkung 1 und (4.3). 
Bemerkung 3. Da wir im Beweis von Satz 3 die Gruppe N durch 
jede Gruppe N’ mit NC N’ C %(A)# und D,,N’D;l C N’ fur alle 
g E G ersetzen konnen, insbesondere durch %(A)+, erhalten wir aus 
Bemerkung 1, indem wir dort N = %(A) und A = P(K) setzen, 
wobei K eine lokal kompakte Gruppe bezeichne, folgendes Ergebnis: 
SATZ 4. Zu jedem meJbaren Faktorensystem eirter lokal kompakten 
Gruppe G mit We&n in einer lokal kompakten Gruppe K gehiirt eine 
lokal kompakte Erweiterungsgruppe H. 
Fur separable lokal kompakte Gruppen wurde dies von Mackey 
in [l I] bewiesen, fur polnische Gruppen von Brown in [14]. Wenn 
das Faktorensystem am Eins-Element der Gruppe stetig ist (man 
kann dann auf MeBbarkeit verzichten), gilt die Behauptung fiir 
beliebige topologische Gruppen, wie Nagao in [12] gezeigt hat. 
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